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Résumé. En 1986, Kato et Kuzumaki ont formulé des conjectures cherchant à donner
une caractérisation diophantienne de la dimension cohomologique des corps. Dans cet
article, nous montrons d’abord un énoncé de type principe local-global dans ce contexte
pour les corps de nombres. Cela nous permet de donner une nouvelle démonstration d’une
des conjectures de Kato et Kuzumaki pour les corps de nombres totalement imaginaires
(la première preuve étant due à Olivier Wittenberg). Nos arguments nous permettent
aussi d’obtenir des résultats pour les corps globaux de caractéristique positive. Dans
la suite de l’article, nous établissons toutes les conjectures de Kato et Kuzumaki pour
les corps C(x1, ..., xn) et C(x1, ..., xn)((t)). Nous montrons finalement un résultat partiel
pour le corps de séries de Laurent à deux variables C((x, y)).
Abstract. In 1986, Kato and Kuzumaki stated several conjectures in order to give a
diophantine characterization of cohomological dimension of fields. In this article, we first
prove a local-global principle in this context for number fields. This allows us to give a
new proof of one of Kato and Kuzumaki’s conjectures for totally imaginary number fields
(the first proof was given by Olivier Wittenberg). Our arguments can be generalized to
get results for global fields of positive characteristic. We then establish all the conjectures
for the fields C(x1, ..., xn) and C(x1, ..., xn)((t)). We finally prove a partial result for the
field of Laurent series in two variables C((x, y)).
Introduction
En 1986, dans l’article [KK86], Kato et Kuzumaki émettent des conjectures
dont le but est de donner une caractérisation diophantienne de la dimension coho-
mologique des corps. Pour ce faire, ils introduisent des variantes des propriétés Ci
des corps qui concernent la K-théorie de Milnor et les hypersurfaces projectives
de petit degré, et espèrent qu’elles caractérisent les corps de petite dimension co-
homologique.
Plus précisément, donnons-nous un corps L et deux entiers naturels q et i. On
note KMq (L) le q-ième groupe de K-théorie de Milnor de L. Pour chaque exten-
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sion finie L′ de L, on dispose d’un morphisme norme NL′/L : KMq (L
′) → KMq (L)
(section 1.7 de [Kat80]). Ainsi, lorsque Z est un schéma de type fini sur L, on
peut introduire le sous-groupe Nq(Z/L) de KMq (L) engendré par les images des
applications norme NL′/L lorsque L′ décrit les extensions finies de L telles que
Z(L′) 6= ∅. On dit alors que le corps L est Cqi si, pour tout n ≥ 1, pour toute
extension finie L′ de L et pour toute hypersurface Z de PnL′ de degré d avec d
i ≤ n,
on a Nq(Z/L′) = KMq (L
′). Par exemple, le corps L est C0i si, pour toute extension
L′ de L, toute hypersurface Z de PnL′ de degré d avec d
i ≤ n a un 0-cycle de degré
1. Le corps L est Cq0 si, pour toute tour d’extensions finies L
′′/L′/L, l’application
norme NL′′/L′ : KMq (L
′′) → KMq (L′) est surjective.
Kato et Kuzumaki conjecturent que, pour i ≥ 0 et q ≥ 0, un corps parfait est
Cqi si, et seulement si, il est de dimension cohomologique au plus i + q. Comme
cela a déjà été remarqué à la fin de l’article [KK86], la conjecture de Bloch-Kato
(qui a été établie par Rost et Voevodsky) montre qu’un corps est Cq0 si, et seule-
ment si, il est de dimension cohomologique au plus q. Par contre, la conjecture
de Kato et Kuzumaki est fausse en toute généralité. Par exemple, Merkurjev ex-
hibe dans [Mer91] un corps de caractéristique nulle de dimension cohomologique
2 ne vérifiant pas la propriété C02 . De même, Colliot-Thélène et Madore exhibent
dans [CTM04] un corps de caractéristique nulle de dimension cohomologique 1 ne
vérifiant pas la propriété C01 . Ces contre-exemples sont tous construits par une mé-
thode de récurrence transfinie due à Merkurjev et Suslin. La conjecture de Kato et
Kuzumaki reste donc entièrement ouverte pour les corps qui interviennent usuel-
lement en arithmétique ou en géométrie algébrique.
Ce n’est que très récemment que cette question a connu des avancées impor-
tantes. En effet, c’est en 2015 que Wittenberg a démontré dans [Wit15] que les
corps p-adiques, le corps C((t1))((t2)) et les corps de nombres totalement imagi-
naires vérifient tous la propriété C11 . Sa méthode consiste à introduire et démontrer
pour ces corps une propriété plus forte que la propriété C11 : plus précisément, il
dit qu’un corps L est C11 -fort si, pour toute extension finie L
′ de L, tout L′-schéma
propre Z et tout faisceau cohérent E sur Z, la caractéristique d’Euler-Poincaré
χ(X,E) annule le groupe abélien KMq (L
′)/Nq(Z/L
′). Il se trouve que cette notion
se prête beaucoup mieux aux dévissages que la propriété C11 de Kato et Kuzumaki :
cela permet à Wittenberg d’employer les méthodes qui avaient été développées an-
térieurement dans [ELW15]. À la fin de son article, Wittenberg se demande si le
corps des séries de Laurent à deux variables C((x, y)) et le corps de fractions ra-
tionnelles C(x, y) vérifient aussi la propriété C11 : avec C(x)((y)) et C((x))(y), ce
sont les cas les plus simples de corps de dimension cohomologique 2 pour lesquels
cette propriété n’est pas connue.
Le présent article est structuré en six parties pouvant être lues de manière
très indépendante et qui portent sur les conjectures de Kato et Kuzumaki pour
différents corps. Dans la première section, nous nous penchons sur les corps de
3nombres, sur lesquels nous établissons un énoncé de type principe local-global qui
n’était connu auparavant que pour les variétés projectives, lisses, géométrique-
ment irréductibles (voir le théorème 4 de [KS83]) ou pour les variétés propres de
caractéristique d’Euler-Poincaré égale à 1 (proposition 6.2 de [Wit15]) :
Théorème A. (Théorème 1.1)
Soient K un corps de nombres et ΩK l’ensemble des places de K. Soit Z un
K-schéma propre contenant un fermé géométriquement intègre. Pour v ∈ ΩK , on
note Kv le complété de K en v et Zv le Kv-schéma Z ×K Kv. Alors :
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N1(Zv/Kv)
)
= 0.
Ce théorème nous permet ensuite de déduire une nouvelle preuve, différente de
celle de [Wit15], du fait que les corps de nombres totalement imaginaires vérifient
la propriété C11 . S’il est vrai que cette preuve utilise la propriété C
1
1 des corps
p-adiques (corollaire 5.5 de [Wit15]), le passage des résultats locaux aux résultats
globaux est nettement plus simple et explicite que dans la section 6 de [Wit15].
La deuxième section est consacrée aux corps globaux de caractéristique positive
p > 0. Nous démontrons sur de tels corps un principe local-global similaire à celui
du théorème A :
Théorème B. (Théorème 2.2)
Soient K le corps des fonctions d’une courbe sur un corps fini de caractéristique
p > 0 et ΩK l’ensemble des places de K. Soit Z un K-schéma propre contenant
un fermé géométriquement irréductible. Pour v ∈ ΩK , on note Kv le complété de
K en v et Zv le Kv-schéma Z ×K Kv. On note N s1 (Z/K) le sous-groupe de K×
engendré par les images des normes NLs/K : L
×
s → K× où L décrit les extensions
finies de K telles que Z(L) 6= ∅ et Ls désigne la clôture séparable de K dans L.
Alors :
Ker
(
K×/N s1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N
s
1(Zv/Kv)
)
= 0.
Comme pour les corps de nombres totalement imaginaires, cela nous permet de
déduire ensuite une preuve de la propriété C11 « hors de p » pour les corps globaux
de caractéristique positive.
Dans la troisième partie, nous établissons les conjectures de Kato et Kuzu-
maki pour les corps de fonctions de variétés sur un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle :
Théorème C. (Théorème 3.2)
Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Alors le corps k(t1, ..., tn)
est un corps Cqi pour tous i ≥ 0 et q ≥ 0 tels que i+ q = n.
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En particulier, cela établit que le corps C(x, y) est C11 , ce qui répond affirmative-
ment à la question (3) du paragraphe 7.3 de [Wit15]. Un tel résultat ne peut pas
être obtenu par les méthodes développées par Wittenberg puisque le corps C(x, y)
ne vérifie pas la propriété C11 -forte (remarque 7.6 de [Wit15]).
Dans la quatrième partie, nous démontrons les propriétés de Kato et Kuzumaki
pour les corps de valuation discrète complets dont le corps résiduel est le corps des
fonctions d’une variété sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle :
Théorème D. (Théorème 4.9)
Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Alors le corps complet
k(t1, ..., tn−1)((t)) est un corps C
q
i pour tous i ≥ 0 et q ≥ 0 tels que i+ q = n.
En particulier, cela prouve que C(x)((t)) est C11 . Encore une fois, un tel résultat
ne peut pas être obtenu par les méthodes développées par Wittenberg puisque le
corps C(x)((t)) ne vérifie pas la propriété C11 -forte (remarque 7.6 de [Wit15]).
Dans la cinquième partie, nous étudions les corps C((t1))...((tm−1))((x, y)) et
C((t1))...((tm))(x) et nous démontrons le théorème suivant :
Théorème E. (Théorème 5.4)
Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et m, i, q des entiers
naturels tels que i + q = m + 1. Soient L le corps des fonctions d’une courbe
projective lisse géométriquement intègre sur k((t1))...((tm)) ou une extension finie
de k((t1))...((tm−1))((x, y)). Soit Z une hypersurface de degré d dans P
n
L avec d
i ≤
n. On suppose d premier. Alors :
(i) Il existe des extensions finies L1, ..., Lr de L telles que Z(Ls) 6= ∅ pour
chaque s et le groupe Nq(Z/L) est engendré par les sous-groupes NLi/L(K
M
q (Ls))
pour s = 1, ..., r.
(ii) Le groupe KMq (L)/Nq(Z/L) est fini.
En particulier, le théorème s’applique à C((t))(x) et à C((x, y)) en prenant m = 1
et i = q = 1. Sa preuve utilise notamment certains résultats de [Izq16a] et [Izq16b].
On ne sait toujours pas si le corps L du théorème est Cqi .
Dans la sixième et dernière partie, nous posons un certain nombre de questions
et proposons plusieurs pistes pour aller au-delà du présent article.
Rappels
Soient L un corps quelconque et q ≥ 0 un entier. Le q-ième groupe deK-théorie
de Milnor de L est par définition le groupe KM0 (K) = Z si q = 0 et :
KMq (L) := L
× ⊗Z ...⊗Z L×︸ ︷︷ ︸
q fois
/ 〈x1 ⊗ ...⊗ xq|∃i, j, i 6= j, xi + xj = 1〉
5si q > 0. Pour x1, ..., xq ∈ L×, le symbole {x1, ..., xq} désigne la classe de x1⊗...⊗xq
dans KMq (L). Plus généralement, pour r et s des entiers naturels tels que r+s = q,
on dispose d’un accouplement naturel :
KMr (L)×KMs (L) → KMq (L)
que l’on notera {·, ·}.
Lorsque L′ est une extension finie de L, on dispose d’une application norme
NL′/L : K
M
q (L
′) → KMq (L) (section 1.7 de [Kat80]) vérifiant les propriétés sui-
vantes :
• pour q = 0, l’application NL′/L : KM0 (L′) → KM0 (L) est la multiplication
par [L′ : L] ;
• pour q = 1, l’application NL′/L : KM1 (L′)→ KM1 (L) coïncide avec la norme
usuelle L′× → L× ;
• si r et s sont des entiers naturels tels que r + s = q, on a NL′/L({x, y}) =
{x,NL′/L(y)} pour x ∈ KMq (L) et y ∈ KMq (L′) ;
• si L′′ est une extension finie de L′, on a NL′′/L = NL′/L ◦NL′′/L′ .
Pour chaque L-schéma de type fini, on note Nq(Z/L) le sous-groupe de KMq (L)
engendré par les images de NL′/L : KMq (L
′) → KMq (L) pour L′ décrivant les exten-
sions finies de L telles que Z(L′) 6= ∅. En particulier, N0(Z/L) est le sous-groupe
de Z engendré par l’indice de Z (ie le pgcd des degrés [L′ : L] pour L′ extension
finie de L telle que Z(L′) 6= ∅). Pour i ≥ 0, on dit que L est un corps Cqi si, pour
toute extension finie L′ de L et pour toute hypersurface Z de PnL′ de degré d avec
di ≤ n, on a Nq(Z/L′) = KMq (L′). En particulier, L est C0i si, pour toute exten-
sion finie L′ de L, toute hypersurface Z de PnL′ de degré d avec d
i ≤ n est d’indice 1.
Le corps L est Cq0 si, pour toute tour d’extensions finies L
′′/L′/L, la norme
NL′′/L′ : K
M
q (L
′′) → KMq (L′) est surjective. Comme cela a été remarqué par Kato
et Kuzumaki à la fin de [KK86], en tenant compte de la conjecture de Bloch-Kato
qui permet d’identifier les groupes KMq (L)/n et H
q(L, µ⊗qn ) pour n premier à la
caractéristique de L et qui a été prouvée par Rost et Voevodsky, on peut montrer
qu’un corps de caractéristique nulle est Cq0 si, et seulement si, il est de dimension
cohomologique au plus q.
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1. Corps de nombres
Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :
Théorème 1.1. Soient K un corps de nombres et ΩK l’ensemble des places de K.
Soit Z un K-schéma propre contenant un fermé géométriquement intègre. Pour
v ∈ ΩK, on note Kv le complété de K en v et Zv le Kv-schéma Z ×K Kv. Alors :
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N1(Zv/Kv)
)
= 0.
Notation 1.2. Lorsque M est un module galoisien sur K, on notera :
X
1(K,M) := Ker
(
H1(K,M)→
∏
v∈ΩK
H1(Kv,M)
)
.
Démonstration. Dans la suite, nous fixons une clôture algébrique K de K : toutes
les extensions finies de K seront vues à l’intérieur de K.
Si Z(K) 6= ∅, le résultat est évident. Nous supposons désormais que Z(K) = ∅, et
nous fixons x ∈ K× dont la classe modulo N1(Z/K) est dans
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N1(Zv/Kv)
)
.
Nous voulons montrer que x ∈ N1(Z/K). Pour ce faire, considérons une extension
finie galoisienne L de K telle que Z(L) 6= ∅. Soit S ⊆ ΩK l’ensemble des places v
de K vérifiant l’une des affirmations suivantes :
(i) v est finie et l’extension L/K est ramifiée en v ;
(ii) v est finie et x n’est pas une unité dans Ov ;
(iii) v est infinie.
Bien sûr, S est une partie finie de ΩK . Soit v ∈ ΩK . Deux cas se présentent :
• Supposons d’abord que v ∈ ΩK \ S. Dans ce cas, v est une place finie, et
comme l’extension Lv/Kv est non ramifiée, on sait que NLv/Kv(L
×
v ) contient
O×v . De plus, x ∈ O×v . On en déduit que x ∈ NLv/Kv(L×v ).
• Supposons maintenant que v ∈ S et fixons une clôture algébrique Kv de Kv.
On sait que x ∈ N1(Zv/Kv) par hypothèse. Soient alors M (v)1 , ...,M (v)nv des
extensions finies deKv contenues dansKv telles que x ∈
∏nv
i=1NM (v)i /Kv
(M
(v)
i
×
)
et Z(M (v)i ) 6= ∅ pour chaque i. D’après le théorème d’approximation de
Greenberg, on sait que Z(M (v)i ∩K) 6= ∅. On note alors L(v)i une extension
finie de K contenue dans M (v)i ∩K telle que Z(L(v)i ) 6= ∅. On a bien sûr :
x ∈
nv∏
i=1
N
L
(v)
i ⊗KKv/Kv
((L
(v)
i ⊗K Kv)×).
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Nous avons donc montré que, si T est le tore normique R1E/K(Gm) avec E =
L×∏v∈S∏nvi=1 L(v)i et si [x] désigne l’image de x dans
H1(K, T ) = K×/NE/K(E
×),
alors :
[x] ∈X1(K, T ). (1)
Considérons maintenant la plus petite extension finie galoisienne F de K conte-
nant L et tous les L(v)i , et montrons que Z possède un point dans une extension
finie F0 de K telle que F0 ∩ F = K.
Soit Y une sous-variété géométriquement intègre de Z. Comme Z n’a pas de points
rationnels, la dimension de Y est au moins 1. Le théorème de Bertini appliqué à
un ouvert dense et quasi-projectif de Y implique alors que Y contient une courbe
C quasi-projective géométriquement intègre sur K. Soient C ′ une courbe de P2K
birationnellement équivalente à C et g ∈ K[X, Y, Z] un polynôme homogène (ab-
solument irréductible) tel que C ′ est la courbe d’équation g = 0. Soit U ′ un ouvert
non vide de C ′ isomorphe à un ouvert de C. Supposons sans perte de généralité
que g 6∈ K[Y, Z] et considérons l’ensemble :
H := {(y, z) ∈ F 2|g(X, y, z) ∈ F [X ] est irréductible}.
C’est un sous-ensemble Hilbertien de F 2 car g est irréductible sur F . D’après le
corollaire 12.2.3 de [FJ08], H contient un sous-ensemble Hilbertien H ′ de K2.
Comme K est un corps Hilbertien, H ′ est infini, et donc il existe une infinité de
couples (y, z) ∈ K2 tels que g(X, y, z) est irréductible sur F . Chacun de ces couples
correspond à un point y ∈ (C ′)(1) tel que K(y)∩F = K. Comme C ′\U ′ est fini, on
déduit qu’il existe y ∈ (U ′)(1) tel que K(y) est une extension finie de K vérifiant
K(y) ∩ F = K. En posant F0 = K(y), on obtient que Z(F0) 6= ∅ et F0 ∩ F = K.
D’après le théorème 1 de [DW14], on a :
X
1(K,Q) = 0
où Q est le tore normique R1E′/K(Gm), avec E
′ = L × F0 ×
∏
v∈S
∏nv
i=1 L
(v)
i . En
combinant cela avec (1), on voit que la classe de x dans H1(K,Q) est triviale, et
donc que x ∈ N1(Z/K).
Corollaire 1.3. Soient K un corps de nombres et ΩK l’ensemble des places de K.
Soit Z un K-schéma propre. Pour v ∈ ΩK , on note Kv le complété de K en v et
Zv le Kv-schéma Z×KKv. On suppose qu’il existe des extensions finies K1, ..., Kr
de K telles que ZKi contient un fermé géométriquement intègre pour chaque i et
les degrés [Ki : K] sont premiers entre eux dans leur ensemble. Alors :
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N1(Zv/Kv)
)
= 0.
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Remarque 1.4. Ce corollaire n’était connu auparavant que pour les K-variétés
projectives, lisses, géométriquement irréductibles (théorème 4 de [KS83]) et pour
les variétés propres de caractéristique d’Euler-Poincaré égale à 1 (proposition 6.2
de [Wit15]). Il généralise ces résultats d’après la proposition 3.3 de [Wit15].
Démonstration. D’après le théorème 1.1, pour chaque i, on a :
Ker
K×i /N1(ZKi/Ki) → ∏
w∈ΩKi
K×i,w/N1(ZKi,w/Ki,w)
 = 0.
Un argument de restriction-corestriction montre alors que le groupe
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N1(Zv/Kv)
)
est de [Ki : K]-torsion pour chaque i. Il est donc nul.
Wittenberg a démontré assez récemment la propriété C11 pour les corps de
nombres totalement imaginaires (théorème 6.1 de [Wit15]). Le théorème 1.1 nous
permet de retrouver ce résultat par une méthode très différente. Le passage des
résultats locaux aux résultats globaux est beaucoup plus explicite que dans la
section 6 de [Wit15].
Corollaire 1.5. Soient K un corps de nombres et Z une hypersurface de degré d
de PnK telle que d ≤ n et N1(Zv/Kv) = K×v pour toute place réelle v de K. Alors
N1(Z/K) = K
×.
Démonstration. On sait que χ(Z,OZ) = 1. La proposition 3.3 de [Wit15] montre
alors que les hypothèses du corollaire 1.3 sont vérifiées. On en déduit que :
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N1(Zv/Kv)
)
= 0.
Or d’après le corollaire 5.5 de [Wit15], on a N1(Zv/Kv) = K×v pour chaque place
finie v de K. Par hypothèse, on a aussi N1(Zv/Kv) = K×v pour chaque place infinie
v de K. On en déduit que N1(Z/K) = K×.
Remarque 1.6. Au lieu d’utiliser la proposition 3.3 de [Wit15] et le corollaire 1.3
pour montrer que
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N1(Zv/Kv)
)
= 0,
on aurait pu combiner le théorème 2 de [Kol07] et le théorème 1.1. La preuve de
la proposition 3.3 de [Wit15] est néanmoins beaucoup plus élémentaire que celle
du théorème 2 de [Kol07].
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2. Corps globaux de caractéristique positive
Dans cette section, nous nous intéressons aux corps globaux de caractéristique
positive. Dans ce contexte, nous définissons des variantes du groupe N1(Z/K) :
Définition 2.1. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Soit Z un K-schéma.
(i) On note Np1 (Z/K) l’ensemble des x ∈ K× tels qu’il existe un entier r ≥ 1
vérifiant xp
r ∈ N1(Z/K).
(ii) On note N s1 (Z/K) le sous-groupe de K
× engendré par les images de normes
NLs/K : L
×
s → K× où L décrit les extensions finies de K telles que Z(L) 6= ∅
et Ls désigne la clôture séparable de K dans L.
Nous pouvons maintenant établir le pendant du théorème 1.1 pour les corps glo-
baux de caractéristique positive :
Théorème 2.2. Soient K le corps des fonctions d’une courbe sur un corps fini
de caractéristique p > 0 et ΩK l’ensemble des places de K. Soit Z un K-schéma
propre contenant un fermé géométriquement irréductible. Pour v ∈ ΩK , on note
Kv le complété de K en v et Zv le Kv-schéma Z ×K Kv.
(i) On a :
Ker
(
K×/N s1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N
s
1 (Zv/Kv)
)
= 0.
(ii) Le groupe :
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N
p
1 (Zv/Kv)
)
est de torsion p-primaire.
Notation 2.3. On notera Ks la clôture séparable de K. LorsqueM est un module
galoisien sur K, on notera :
X
1(K,M) := Ker
(
H1(K,M)→
∏
v∈ΩK
H1(Kv,M)
)
.
Démonstration. Montrons d’abord (i). S’il existe une extension finie purement in-
séparable K ′ de K telle que Z(K ′) 6= ∅, le résultat est évident. Nous supposons
désormais que Z(K ′) = ∅ pour toute extension finie purement inséparable K ′ de
K, et nous fixons x ∈ K× dont la classe modulo N s1 (Z/K) est dans
Ker
(
K×/N s1 (Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N
s
1(Zv/Kv)
)
.
Nous voulons montrer que x ∈ N s1 (Z/K). Pour ce faire, considérons une extension
finie normale L de K telle que Z(L) 6= ∅. Soit Ls la clôture séparable de K dans
L : c’est une extension finie galoisienne de K. Soit S ⊆ ΩK l’ensemble des places
v de K vérifiant l’une des affirmations suivantes :
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(i) l’extension Ls/K est ramifiée en v.
(ii) x n’est pas une unité dans Ov.
Bien sûr, S est une partie finie de ΩK . Soit v ∈ ΩK . Deux cas se présentent :
• Supposons d’abord que v ∈ ΩK \ S. Comme l’extension Lsv/Kv est non
ramifiée, on sait que NLsv/Kv(Ls
×
v ) contient O×v . De plus, x ∈ O×v . On en
déduit que x ∈ NLsv/Kv(L×v ).
• Supposons maintenant que v ∈ S et fixons une clôture algébrique Kv de
Kv. On sait que x ∈ N s1 (Zv/Kv) par hypothèse. Soient alors M (v)1 , ...,M (v)nv
des extensions finies de Kv contenues dans Kv telles que, si M
(v)
i,s désigne
la clôture séparable de Kv dans M
(v)
i , on a x ∈
∏nv
i=1NM (v)i,s /Kv
(M
(v)
i,s
×
) et
Z(M
(v)
i ) 6= ∅ pour chaque i. D’après le théorème d’approximation de Green-
berg, on sait que Z(M (v)i ∩K) 6= ∅. On note alors L(v)i une extension finie
de K contenue dans M (v)i ∩ K telle que Z(L(v)i ) 6= ∅. Soit L(v)i,s la clôture
séparable de K dans L(v)i . On a bien sûr :
x ∈
nv∏
i=1
N
L
(v)
i,s⊗KKv/Kv
((L
(v)
i,s ⊗K Kv)×).
Nous avons donc montré que, si T est le tore normique R1E/K(Gm) avec E =
Ls ×
∏
v∈S
∏nv
i=1 L
(v)
i,s et si [x] désigne l’image de x dans H
1(K, T ), alors :
[x] ∈X1(K, T ). (2)
Considérons maintenant la plus petite extension finie galoisienne F de K conte-
nant Ls et tous les L
(v)
i,s , et montrons que Z possède un point dans une extension
finie F0 de K telle que F0 ∩ F = K.
Soit Y un fermé réduit géométriquement irréductible de Z. Comme Z(K ′) = ∅
pour toute extension finie purement inséparable K ′/K, la dimension de Y est au
moins 1. Le théorème de Bertini appliqué à un ouvert dense et quasi-projectif de
Y implique alors que Y contient une courbe C quasi-projective géométriquement
irréductible sur K. Soient C ′ une courbe de P2K birationnellement équivalente à
C et g ∈ K[X, Y, Z] un polynôme homogène (irréductible sur Ks) tel que C ′
est la courbe d’équation g = 0. Soit U ′ un ouvert non vide de C ′ isomorphe
à un ouvert de C. Soient K ′ une extension finie purement inséparable de K et
g′ ∈ K ′[X, Y, Z] \K ′[Xp, Y p, Zp] irréductible sur K ′s tels que g = g′ps. Sans perte
de généralité, supposons que g′ ∈ K ′[X, Y, Z]\K ′[Xp, Y, Z]. Soient m ≥ 1 un entier
premier avec p et h′ ∈ K ′[Y, Z] \ {0} tels que le coefficient de Xm dans g′ soit h′.
Considérons l’ensemble :
H := {(y, z) ∈ F ′2|g′(X, y, z) ∈ F ′[X ] est irréductible, h′(y, z) 6= 0},
où F ′ = K ′ · F . C’est un sous-ensemble Hilbertien séparable de F ′2 car g′ est
irréductible sur F ′ et séparable en X. D’après le corollaire 12.2.3 de [FJ08], H
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contient un sous-ensemble Hilbertien séparable H ′ de K ′2. Comme K ′ est un corps
Hilbertien, H ′ est infini, et donc il existe une infinité de couples (y, z) ∈ K ′2 tels
que g(X, y, z) est irréductible sur F ′ et h′(y, z) 6= 0. Chacun de ces couples cor-
respond à un point y ∈ (C ′K ′)(1) tel que K ′(y) ∩ F ′ = K ′ et l’extension K ′(y)/K ′
est séparable. Comme C ′K ′ \U ′K ′ est fini, on déduit qu’il existe y ∈ (U ′K ′)(1) tel que
K ′(y) est une extension finie séparable de K ′ telle que K ′(y)∩F ′ = K ′. En posant
F0 = K
′(y), on obtient que Z(F0) 6= ∅ et F0 ∩ F = K.
Notons F0,s la clôture séparable de K dans F0. D’après le théorème 1 de [DW14],
on a :
X
1(K,Q) = 0
où Q est le tore normique R(1)E′/K(Gm), avec E
′ = Ls × F0,s ×
∏
v∈S
∏nv
i=1 L
(v)
i,s . En
combinant cela avec (2), on voit que la classe de x dans H1(K,Q) est triviale, ce
qui achève la preuve de (i).
Déduisons maintenant (ii) de (i). Soit x ∈ K× dont la classe modulo N1(Z/K) est
dans :
Ker
(
K×/N1(Z/K)→
∏
v∈ΩK
K×v /N
p
1 (Zv/Kv)
)
.
Par hypothèse, pour chaque v ∈ ΩK , il existe rv ≥ 0 tel que xprv ∈ N1(Zv/Kv) ⊆
N s1 (Zv/Kv). De plus, il existe un entier m ≥ 0 tel que xm ∈ N s1 (Zv/Kv) pour
tout v ∈ ΩK . On en déduit qu’il existe r ≥ 0 tel que xpr ∈ N s1 (Zv/Kv) pour
tout v ∈ ΩK . D’après (i), cela prouve que xpr ∈ N s1 (Z/K). Considérons donc des
extensions finies K1, ..., Kn de K telles que, si Ki,s désigne la clôture séparable de
K dans Ki, on a xp
r ∈ ∏ni=1NKi,s/K(K×i,s) et Z(Ki) 6= ∅ pour chaque i. Comme
les degrés [Ki : Ki,s] sont tous des puissances de p, cela prouve qu’il existe r′ ≥ 0
tel que (xp
r
)p
r′ ∈ ∏ni=1NKi/K(K×i ). On en déduit que xpr+r′ ∈ N1(Z/K), ce qui
établit (ii).
Nous sommes maintenant en mesure d’établir la propriété C11 « hors de p »
pour les corps globaux de caractéristique p.
Corollaire 2.4. Soient K le corps des fonctions d’une courbe sur un corps fini
de caractéristique p > 0 et Z une hypersurface de degré d de PnK telle que d ≤ n.
Alors le groupe K×/N1(Z/K) est d’exposant une puissance de p.
Remarque 2.5. Ce résultat n’est pas établi dans l’article [Wit15]. Il est possible
que la méthode employée dans la preuve du théorème 6.1 dudit article s’adapte
au cas des corps globaux de caractéristique positive en utilisant les résultats sur
les altérations de de Jong. La preuve qui suit est probablement nettement plus
simple.
Démonstration. Lorsque A est un groupe abélien de torsion, on note A{p′} le
sous-groupe de A constitué des éléments dont l’ordre est premier à p. Pour chaque
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K-schéma propre Z, on pose :
H1(Z/K) = K
×/N1(Z/K)
et on note nZ l’exposant de H1(Z/K){p′} si Z est non vide ou 0 sinon. On dira que
Z possède la propriété P si Z est normal. Nous allons vérifier les trois conditions
de la proposition 2.1 de [Wit15].
(1) C’est évident, puisque qu’un morphisme de K-schémas propres Y → Z
induit un morphisme surjectif H1(Y/K)→ H1(Z/K).
(2) Soit Z un K-schéma propre normal. Soit K ′ la clôture algébrique de K
dansK(Z). Alors Z est muni d’une structure naturelle deK ′-schéma propre
géométriquement irréductible. D’après le théorème 2.2 :
Ker
(
H1(Z/K
′) →
∏
v∈ΩK
H1(Zv/K
′
v)
)
{p′} = 0.
De plus, comme K ′v est C
1
1 -fort hors de p pour chaque v ∈ ΩK d’après le co-
rollaire 4.7 de [Wit15], le groupe H1(Zv/K ′v){p′} est tué par χK ′(Z,OZ). On
en déduit que H1(Z/K ′){p′} est aussi tué par χK ′(Z,OZ). Or χK(Z,OZ) =
[K ′ : K]χK ′(Z,OZ). Un argument de restriction-corestriction montre alors
que χK(Z,OZ) tue H1(Z/K){p′} et donc que nZ divise χK(Z,OZ).
(3) Il suffit de choisir le morphisme de normalisation.
La proposition 2.1 de [Wit15] montre alors que K est C11 hors de p.
3. Corps de fonctions de variétés sur un corps
algébriquement clos
Dans cette section, nous allons établir les conjectures de Kato et Kuzumaki
pour les corps de fonctions de variétés sur des corps algébriquement clos de carac-
téristique nulle. Nous avons déjà rappelé que la conjecture de Bloch-Kato implique
qu’un corps de caractéristique 0 est Cq0 si, et seulement si, il est de dimension co-
homologique au plus q. La proposition qui suit est un cas particulier de ce résultat.
Nous en donnons malgré tout une preuve élémentaire, dont les idées seront utiles
par la suite pour démontrer les théorèmes 3.2 et 4.9 :
Proposition 3.1. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.
Alors le corps K = k(t1, ..., tq) est un corps C
q
0 .
Démonstration. On procède par récurrence sur q. Le résultat est évident pour
q = 0. Supposons donc le résultat vrai pour un certain q ≥ 0 et notons K =
k(t1, ..., tq+1). Soient L1 une extension finie de K et L2 une extension finie de L1.
Soient u1, ..., uq+1 des éléments de L
×
1 . Nous allons montrer que {u1, ..., uq+1} ∈
NL2/L1(K
M
q+1(L2)).
Pour ce faire, construisons une famille (w1, ..., ws) d’éléments de L
×
1 définie de la
manière suivante :
3. Corps de fonctions de variétés sur un corps algébriquement clos 13
• si u1, ..., uq+1 ne sont pas algébriquement indépendants sur k, on se donne
une base de transcendance (v1, ..., vr) de l’extension L1/k(u1, ..., uq+1) et on
pose (w1, ..., ws) = (u1, ..., uq+1, v1, ..., vr−1).
• si u1, ..., uq+1 sont algébriquement indépendants sur k, on pose (w1, ..., ws) =
(u1, ..., uq).
Soit M1 (resp. M2) la clôture algébrique de k(w1, ..., ws) dans L1 (resp. L2).
Soit C1 (resp. C2) une courbe géométriquement intègre sur M1 (resp. M2) telle
que M1(C1) = L1 (resp. M2(C2) = L2). Comme M1(C1) est un corps C1 et
M2(C2)/M1(C1) est une extension finie, on sait que uq+1 ∈ NM2(C2)/M1(C1)(M2(C2)×).
Du coup, il existe une extension finie F de M2 et y ∈ F (C2)× tels que uq+1 =
NF (C2)/F (C1)(y). De plus, par hypothèse de récurrence, M1 est un corps C
q
0 , et donc
il existe x ∈ KMq (F ) tel que {u1, ..., uq} = NF/M1(x). Du coup, on a :
NL2/L1(NF (C2)/L2({x, y})) = NF (C2)/M1(C1)({x, y})
= NF (C1)/M1(C1)(NF (C2)/F (C1)({x, y}))
= NF (C1)/M1(C1)({x, uq+1})
= {u1, ..., uq+1}.
On a donc montré que {u1, ..., uq+1} ∈ NL2/L1(KMq+1(L2)), et donc le corps K est
bien Cq0 .
Nous pouvons maintenant établir les conjectures de Kato et Kuzumaki pour
le corps des fonctions d’une variété sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique nulle :
Théorème 3.2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Alors
le corps K = k(t1, ..., tq) est un corps C
j
i pour tous i ≥ 0 et j ≥ 0 tels que i+j = q.
Démonstration. Notons K = k(t1, ..., tq). Soient i ≥ 0 et j ≥ 0 tels que i+ j = q.
Si j = 0, le résultat est évident car K est un corps Cq. Si i = 0, le résultat découle
de la proposition précédente. On suppose donc que i 6= 0 et j 6= 0.
Fixons maintenant une extension finie L de K. Soient Z une hypersurface de
degré d dans PnK avec d
i ≤ n et u1, ..., uj des éléments de L×. Soit (v1, ..., vr)
une base de transcendance de l’extension L/k(u1, ..., uj) (avec r ≥ 0). Soient M
la clôture algébrique de k(u1, ..., uj, vq−j , ..., vr) dans L (de sorte que le degré de
transcendance de M/k soit j) et X une M-variété géométriquement intègre sur
L de dimension i telle que M(X) = L. Comme le corps M(X) est Ci, la variété
Z possède des points dans M(X). Par conséquent, il existe une extension finie F
de M telle que Z(F (X)) 6= ∅. De plus, comme M est Cj0 d’après la proposition
précédente, on sait que {u1, ..., uj} ∈ NF/M(KMj (F )). Par conséquent, {u1, ..., uj} ∈
NF (X)/M(X)(K
M
j (F (X))), et K est bien C
j
i .
Remarque 3.3.
• Dans le théorème précédent, on a en fait montré que, si L est une extension
finie de K et Z est une hypersurface de degré d dans PnL avec d
i ≤ n, pour
tout j-symbole x ∈ KMj (L), il existe une extension finie M de L telle que
14 Diego IZQUIERDO
Z(M) 6= ∅ et x ∈ NM/L(KMj (M)). En particulier, si i = q − 1 et j = 1,
pour tout élément x de L×, il existe une extension finie M de L telle que
Z(M) 6= ∅ et x ∈ NM/L(M×).
• Le théorème précédent ne peut pas être établi en utilisant les techniques de
[Wit15], puisque C(x, y) n’est pas C11 -fort.
4. Corps locaux
4.1 Problème et stratégie
Le but de cette section est de démontrer les conjectures de Kato et Kuzumaki
pour les corps de valuation discrète complets dont le corps résiduel est le corps
des fonctions d’une variété sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0.
Cela concerne par exemple le corps C(x)((t)), pour lequel on sait qu’il vérifie les
propriétés C20 et C
0
2 et pour lequel nous allons établir la propriété C
1
1 .
La principale difficulté pour démontrer que K = C(x)((t)) est C11 consiste à
prouver que, si Z est une hypersurface de PnK de degré d ≤ n, alors t ∈ N1(Z/K).
Pour ce faire, nous allons montrer que si l’on adjoint toutes les racines de t à K,
alors le corps obtenu K∞ est C1 : cela impliquera que Z(K∞) 6= ∅. Afin d’établir la
propriété C1 pour K∞, nous allons devoir établir un critère modulaire permettant
de déterminer si une variété affine sur K∞ possède des points rationnels (corollaire
4.8). À cet effet on utilisera fortement les constructions de l’article [Gre66] de
Greenberg.
4.2 Le théorème d’approximation de Greenberg revisité
Commençons par rappeler le théorème 1 de [Gre66] :
Théorème 4.1. (Théorème 1 de [Gre66])
Soit R un anneau de valuation discrète hensélien dont on note K le corps des
fractions. Soit t une uniformisante de R. Soit F = (F1, ..., Fr) un système de r
polynômes à n variables à coefficients dans R. On suppose K de caractéristique
0. Il existe des entiers N ≥ 1, c ≥ 1 et s ≥ 0 (dépendant uniquement de l’idéal
FR[X ] de R[X ] engendré par F1, ..., Fr) tels que, pour chaque ν ≥ N et chaque
x ∈ Rn vérifiant :
F (x) ≡ 0 mod tν ,
il existe y ∈ Rn tel que :
y ≡ x mod t[ν/c]−s et F (y) = 0.
En particulier, si le système F = 0 possède des solutions modulo tm pour chaque
m ≥ 1, alors il possède des solutions dans R.
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Fixons pour la suite un anneau de valuation discrète hensélien R de corps des
fractions K. Soit t une uniformisante de R. On suppose K de caractéristique 0.
Pour q ≥ 1, on pose Kq = K(t1/q) et Rq = OKq . On pose aussi K∞ =
⋃
q≥1Kq et
R∞ =
⋃
q≥1Rq. Nous voulons établir un résultat similaire au théorème 4.1 pour le
corps K∞. Pour ce faire, nous commençons par établir un lemme simple d’algèbre
commutative.
Définition 4.2. On dit qu’un idéal I de R[X ] est t-saturé si, pour tout f ∈ R[X ]
tel que tf ∈ I, on a f ∈ I.
Remarque 4.3. Bien sûr, la définition précédente est indépendante du choix de
l’uniformisante t. Mais, comme dans la suite nous allons devoir remplacer R par Rq,
il sera utile de se souvenir d’une uniformisante de l’anneau sur lequel on travaille.
Lemme 4.4. Soit I un idéal de R[X].
(i) Si I est t-saturé, alors IRq[X ] est t
1/q-saturé pour tout q ≥ 1.
(ii) Si I est radical et t-saturé, alors IRq[X ] est radical pour tout q ≥ 1.
Démonstration. (i) Supposons que I soit t-saturé. Fixons q ≥ 1. Soit f ∈
Rq[X] tel que t1/qf ∈ IRq[X ]. Écrivons t1/qf =
∑r
i=1 figi, avec fi ∈ I et
gi ∈ Rq[X ]. Pour chaque i ∈ {1, ..., n}, considérons hi ∈ R[X ] tel que t1/q
divise gi − hi dans Rq (ie la valuation de gi − hi est strictement positive) :
cela est possible car R et Rq ont même corps résiduel. On écrit alors :
t1/qf =
r∑
i=1
fi(gi − hi) +
r∑
i=1
fihi.
Du coup, t divise
∑r
i=1 fihi dans R[X]. Comme I est t-saturé et
∑r
i=1 fihi ∈
I, on déduit que
∑r
i=1 fihi
t
∈ I. La relation :
f =
r∑
i=1
fi
gi − hi
t1/q
+ t(q−1)/q ·
∑r
i=1 fihi
t
implique alors que f ∈ IRq[X ]et donc que l’idéal IRq[X ] est bien t1/q-saturé.
(ii) Supposons que I soit radical et t-saturé. Fixons q ≥ 1. Soit f ∈ Rq[X ] tel
que fn ∈ IRq[X ] avec n > 0. Comme I est radical, on vérifie immédiatement
qu’il en est de même de IK[X ]. Cela montre que IKq[X ] est aussi radical,
car l’extension Kq/K est séparable. On déduit alors que f ∈ IKq[X ]. Cela
signifie qu’il existe r ≥ 1 tel que tr/qf ∈ IRq[X ]. Mais IRq[X ] est t1/q-saturé,
et donc f ∈ IRq[X ]. Cela prouve que IRq[X ] est bien radical.
Pour montrer un résultat similaire à celui du théorème 4.1 pourK∞, nous avons
besoin de travailler simultanément avec tous les Kq, qui sont tous redevables du
théorème 4.1. Plus précisément, si l’on fixe un système d’équations polynomiales
sur R, nous pouvons le voir comme un système d’équations à coefficients dans Rq
pour chaque q ≥ 1 : le théorème 4.1 fournit alors des entiers Nq, cq et sq, et notre
objectif dans la suite est de contrôler ces entiers quand on fait varier q. Il est donc
assez naturel d’introduire la définition technique suivante :
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Définition 4.5. Soit F = (F1, ..., Fr) un système de r polynômes à n variables à
coefficients dans R.
(i) Soit q ∈ N∗. On dit qu’un triplet (N, c, s) ∈ N∗ × N∗ × N est associé à
(R, t, q, F ) s’il vérifie la propriété suivante : pour chaque ν ≥ N et chaque
x ∈ Rnq tel que
F (x) ≡ 0 mod tν/q,
il existe y ∈ Rnq tel que
y ≡ x mod t([ν/c]−s)/q et F (y) = 0.
(ii) On dit qu’un quadruplet (q0, N, c, s) ∈ N∗ × N∗ × N∗ × N est (R, t, F )-
admissible si, pour tout q ≥ 1, le triplet (qN, c, qs) est associé à (R, t, qq0, F ).
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théorème suivant :
Théorème 4.6. Soit R un anneau de valuation discrète hensélien de corps des
fractions K. On suppose K de caractéristique 0 et on se donne une uniformisante
t de R. Pour q ≥ 1, on pose Kq = K(t1/q) et Rq = OKq . On pose aussi K∞ =⋃
q≥1Kq et R∞ =
⋃
q≥1Rq. Soit F = (F1, ..., Fr) un système de r polynômes à n
variables à coefficients dans R. Alors il existe un quadruplet (q0, N, c, s) qui est
(R, t, F )-admissible.
Pour établir ce théorème, nous allons fortement utiliser les constructions utilisées
dans la preuve du théorème 4.1 (voir [Gre66]).
Démonstration. On note V la K-variété affine définie par F = 0 et on appelle
m sa dimension. On va montrer par récurrence sur m qu’il existe un quadruplet
d’entiers (R, t, F )-admissible.
• Si m = −1 (ie V = ∅), alors il existe u ∈ (R∩FR[X ]) \ {0}. Le quadruplet
(1, valR(u) + 1, 1, 0) est alors (R, t, F )-admissible, puisque pour ces valeurs
de q0, N, c, s, l’hypothèse apparaissant dans la définition 4.5(i) n’est pas
vérifiée.
• Supposons m ≥ 0.
◦ Supposons d’abord que l’idéal FR[X ] est radical et t-saturé, et que
VK∞ est irréductible. Dans ce cas, le lemme 4.4 montre alors que l’idéal
FRq[X ] de Rq[X ] est radical pour tout q ≥ 1. Soient J la matrice
jacobienne de F et D le système des mineurs d’ordre n −m de J . Par
hypothèse de récurrence, il existe un quadruplet (q′0, N
′, c′, s′) qui est
(R, t, F ,D)-admissible. Pour I ⊆ {1, ..., r} avec |I| = n−m, notons F I
le système constitué des polynômes Fi pour i ∈ I. Soit VI la K-variété
définie par le système F I = 0. Soit V
+
I la réunion des composantes
irréductibles de VI qui sont de dimension m et différentes de V . Soit GI
un système de générateurs de l’idéal de V +I dans R[X]. Par hypothèse de
récurrence, il existe un quadruplet (q0,I , NI , cI , sI) qui est (R, t, GI , F )-
admissible. Posons :
q0 = q
′
0
∏
|I|=n−m
I⊆{1,...,n}
q0,I .
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D’après la preuve du théorème 1 de [Gre66], pour chaque q ≥ 1, le triplet
(N (q), c(q), s(q)) avec :
N (q) = 2 + 2qq0max
{
N ′
q′0
,max
{
NI
q0,I
|I ⊆ {1, ..., n}, |I| = n−m
}}
c(q) = 2max {c′,max {cI |I ⊆ {1, ..., n}, |I| = n−m}}
s(q) = 1 + qq0max
{
s′
q′0
,max
{
sI
q0,I
|I ⊆ {1, ..., n}, |I| = n−m
}}
est associé à (R, t, qq0, F ). On en déduit que le quadruplet (q0, N, c, s)
avec :
N = 2 + 2q0max
{
N ′
q′0
,max
{
NI
q0,I
|I ⊆ {1, ..., n}, |I| = n−m
}}
c = 2max {c′,max {cI |I ⊆ {1, ..., n}, |I| = n−m}}
s = 1 + q0max
{
s′
q′0
,max
{
sI
q0,I
|I ⊆ {1, ..., n}, |I| = n−m
}}
est (R, t, F )-admissible.
◦ On ne fait plus d’hypothèses. Soit q′0 ≥ 1 tel que les composantes irré-
ductibles W1, ...,Wu de VKq′0
restent irréductibles sur K∞. Pour chaque
j ∈ {1, ..., u}, soit I ′j l’idéal premier de Kq′0[X ] définissant Wj. Considé-
rons :
Ij := I
′
j ∩ Rq′0[X ].
Soit Gj un système de générateurs de Ij . On vérifie aisément que Ij
est radical et t1/q
′
0-saturé. De plus, la Kq′0-variété définie par Ij est
Wj : c’est une variété de dimension au plus m et (Wj)K∞ est irréduc-
tible. On en déduit qu’il existe un quadruplet (q0,j , Nj, cj, sj) qui est
(Rq′0, t
1/q′0 , Gj)-admissible. Remarquons maintenant qu’il existe w ∈ N∗
tel que (I ′1...I
′
u)
w ⊆ FKq′0[X ]. On en déduit qu’il existe v ∈ N∗ tel que :
tuvw/q
′
0(I1...Iu)
w ⊆ FRq′0[X ]. (3)
Posons :
q0 = q
′
0
∏
j
q0,j ,
et donnons-nous un entier q ≥ 1. Notons val : Rqq0 → Z la valuation sur
Rqq0, et considérons les entiers :
N (q) = uw
qq0
q′0
(
max
{
Nj
q0,j
}
+ v
)
c(q) = uwmax{cj}
s(q) = 1 +
qq0
q′0
(
v +max
{
sj
q0,j
})
.
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Soient ν ≥ N (q) et x ∈ Rnqq0 tels que F (x) ≡ 0 mod tν/(qq0). Si l’on se
donne des polynômes g1 ∈ I1Rqq0[X ], ..., gu ∈ IuRqq0[X ], l’inclusion (3)
implique que :
ν ≤ val
[
tuvw/q
′
0
(
u∏
j=1
gj(x)
)w]
=
qq0
q′0
uvw + w
∑
j
val(gj(x)).
Il existe donc j0 ∈ {1, ..., u} tel que :
val(gj0(x)) ≥
ν
uw
− qq0
q′0
v.
Cela étant vrai quels que soient les polynômes g1 ∈ I1Rqq0 [X ], ..., gu ∈
IuRqq0[X ] choisis, on déduit qu’il existe j1 ∈ {1, ..., u} tel que :
∀g ∈ Ij1Rqq0[X ], val(g(x)) ≥
ν
uw
− qq0
q′0
v. (4)
Comme ν ≥ N (q), on a aussi :
ν
uw
− qq0
q′0
v ≥ qq0
q′0q0,j0
Nj0. (5)
Comme le quadruplet (q0,j0, Nj0 , cj0, sj0) est (Rq′0, t
1/q′0 , Gj0)-admissible,
le triplet ( qq0
q′0q0,j
Nj0, cj0,
qq0
q′0q0,j0
sj0) est associé à
(
Rq′0 , t
1/q′0 , qq0
q′0
, Gj0
)
. On
déduit alors de (4) et de (5) qu’il existe y ∈ Rnqq0 tel que :
y ≡ x mod tµ/(qq0) et Gj0(y) = 0,
où µ = [ ν
cj0uw
]− qq0
q′0cj0
v − 1− qq0
q′0q0,j0
sj0 . On en déduit que :
y ≡ x mod t([ν/c(q)]−s(q))/(qq0) et F (y) = 0,
et donc que le triplet (N (q), c(q), s(q)) est associé à (R, t, qq0, F ). Cela
prouve que le quadruplet (q0, N, c, s) avec :
N = uw
q0
q′0
(
max
{
Nj
q0,j
}
+ v
)
c = uwmax{cj}
s = 1 +
q0
q′0
(
v +max
{
sj
q0,j
})
est (R, t, F )-admissible.
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Corollaire 4.7. Soit R un anneau de valuation discrète hensélien de corps des
fractions K. On suppose K de caractéristique 0 et on se donne une uniformisante
t de R. Pour q ≥ 1, on pose Kq = K(t1/q) et Rq = OKq . On pose aussi K∞ =⋃
q≥1Kq et R∞ =
⋃
q≥1Rq. Soit F = (F1, ..., Fr) un système de r polynômes à n
variables à coefficients dans R∞. Il existe M ∈ Q+, γ ∈ N∗ et σ ∈ Q+ vérifiant la
propriété suivante : pour chaque rationnel µ ≥M et chaque x ∈ Rn∞ tel que
F (x) ≡ 0 mod tµ,
il existe y ∈ Rn∞ tel que
y ≡ x mod tµ/γ−σ et F (y) = 0.
Démonstration. Quitte à remplacer R par Rq pour un certain q assez grand, on
peut supposer que le système F est à coefficients dans R. D’après le théorème
4.6, il existe un quadruplet (R, t, F )-admissible (q0, N, c, s). Posons M = N/q0,
γ = c et σ = s+1
q0
. Considérons µ ∈ Q tel que µ ≥ M et écrivons µ = a/b avec
a, b ∈ N∗. Supposons qu’il existe x ∈ Rn∞ tel que F (x) ≡ 0 mod tµ. Soit q1 ≥ 1
tel que x ∈ Rnq1. On sait que, pour tout q ≥ 1, le triplet (qN, c, qs) est associé à
(R, t, qq0, F ). En particulier, le triplet (bq1N, c, bq1s) est associé à (R, t, bq1q0, F ).
Comme F (x) ≡ 0 mod tµ et µ ≥ N/q0, cela montre qu’il existe y ∈ Rnbq0q1 tel que
F (y) = 0 et :
y ≡ x mod tλ
avec λ = 1
bq1q0
([
aq1q0
c
]− bq1s). Cela achève la preuve puisque λ ≥ µc − σ.
Corollaire 4.8. Sous les hypothèses du théorème 4.7, si la congruence F (x) ≡ 0
mod tν a des solutions dans R∞ pour chaque entier ν ≥ 1, alors l’équation F (x) =
0 a des solutions dans R∞.
4.3 Le corps C(x)((t)) est C11
Nous sommes finalement en mesure d’établir les conjectures de Kato et Kuzu-
maki pour les corps de valuation discrète complets dont le corps résiduel est le corps
des fonctions d’une variété sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0 :
Théorème 4.9. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et
m ≥ 1. Alors le corps k(t1, ..., tm)((t)) est Cji pour tous i ≥ 0 et j ≥ 0 tels que
i+ j = m+ 1.
Démonstration. Le corps k(t1, ..., tm)((t)) étant Cm+1 et de dimension cohomolo-
gique m + 1, on peut supposer j 6= 0 et i 6= 0. Soient Y une k-variété intègre de
dimension m et K = k(Y )((t)). Dans la suite, on fixe une clôture algébrique K de
K. Tous les corps seront vus dans K. Soit Z une hypersurface de PnK de degré d,
avec di ≤ n.
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• Soit (u1, ..., uj) ∈ k(Y )×j. Soit (v1, ..., vr) une base de transcendance de l’ex-
tension k(Y )/k(u1, ..., uj). SoitM la clôture algébrique de k(u1, ..., uj, vm−j+1, ..., vr)
dans K : c’est un corps de degré de transcendance j sur k. Soit Y ′ une M-
variété géométriquement intègre de dimension i−1 telle que k(Y ) = M(Y ′).
Le corps M(Y ′) est un corps Ci−1, et donc le corps :
KM :=
⋃
F/M finie
F (Y ′)((t))
est Ci. On en déduit que Z(KM) 6= ∅, et donc qu’il existe une extension finie
F de M telle que Z(F (Y ′)((t))) 6= ∅. Comme M est Cj0 , on a {u1, ..., uj} ∈
NF/M(K
M
j (F )), et donc {u1, ..., uj} ∈ Nj(Z/K).
• Soit (u1, ..., uj−1) ∈ k(Y )×j−1. Soit f ∈ k(Y )[[t]][X0, ..., Xn] un polynôme
homogène définissant Z. Soit (v1, ..., vr) une base de transcendance de l’ex-
tension k(Y )/k(u1, ..., uj−1). SoitM la clôture algébrique de k(u1, ..., uj−1, vm−j+2, ..., vr)
dans K : c’est un corps de degré de transcendance j − 1 sur k. Soit Y ′ une
M-variété géométriquement intègre de dimension i telle que k(Y ) = M(Y ′).
On introduit :
KM :=
⋃
F/M finie
F (Y ′)((t)),
RM :=
⋃
F/M finie
F (Y ′)[[t]].
L’anneau RM est un anneau de valuation discrète hensélien de corps des
fractions KM , d’uniformisante t et de corps résiduel M(Y ′). On pose aussi :
K∞ :=
⋃
q≥1
KM(t
1/q),
R∞ :=
⋃
q≥1
RM [t
1/q].
Soientm∞ l’idéal maximal deR∞ et ν ≥ 1 un entier. Soient fν ∈M((t))(Y ′)[X0, ..., Xn]
et gν ∈ R∞[X0, ..., Xn] homogènes de degré d tels que :
f = fν + t
νgν .
Comme M((t))(Y ′) est Ci et est contenu dans K∞, il existe (x0, ..., xn) ∈
Rn+1∞ \mn+1∞ tel que fν(x0, ..., xn) = 0. On a du coup :
f(x0, ..., xn) ≡ 0 mod tν .
Cela étant vrai pour tout ν ≥ 1, on déduit du corollaire 4.8 que Z(K∞) 6= ∅.
Considérons alors une extension finie F/M et un entier q ≥ 1 tels que
Z(F (Y ′)((t1/q))) 6= ∅. Comme M est un corps Cj−10 , il existe x ∈ KMj−1(F )
tel que NF/K(x) = {u1, ..., uj−1}. Par conséquent :
NF (Y ′)((t1/q))/K({x, t1/q}) = NF (Y ′)((t))/M(Y ′)((t))
(
NF (Y ′)((t1/q))/F (Y ′)((t))({x, t1/q})
)
= ±NF (Y ′)((t))/M(Y ′)((t))({x, t})
= ±{u1, ..., uj−1, t}.
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On en déduit que {u1, ..., uj−1, t} ∈ Nj(Z/K).
Comme le groupe KMj (K)/d est engendré par les symboles de la forme {u1, ..., uj}
et {u1, ..., uj−1, t} avec (u1, ..., uj) ∈ k(Y )×j , on déduit que Nj(Z/K) = K×.
Remarque 4.10.
• Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et Y une k-
variété intègre de dimension m. La preuve précédente montre en fait que, si
M est une extension de degré de transcendance j − 1 sur k contenue dans
k(Y ) et si Y ′ est une M-variété intègre telle que M(Y ′) = k(Y ), alors le
corps :
K∞ =
⋃
q≥1
⋃
F/M finie
F (Y ′)((t))(t1/q)
est Cm+1−j . En particulier, le corps
⋃
q≥1C(x)((t))(t
1/q) est C1.
• Le théorème précédent ne peut pas être établi en utilisant les techniques de
[Wit15], puisque C(x)((t)) n’est pas C11 -fort.
• Soit L le corps des fonctions d’une courbe projective lisse géométriquement
intègre C sur C((t)). Soit C un modèle propre régulier de C sur C[[t]] dont
la fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux stricts. Si l’on veut
démontrer que L est C11 par des arguments de type principe local-global, le
théorème précédent permet d’utiliser toutes les places de L provenant d’un
point de codimension 1 de C (et pas seulement celles qui proviennent d’un
point de codimension 1 de C). La même remarque s’applique si l’on prend
pour L une extension finie de C((x, y)), pour C le spectre de la clôture
intégrale de C[[x, y]] dans L, et pour C une résolution des singularités de C
dont la fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux stricts.
5. Vers certains corps de fonctions
Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux corps C((t))(x) et C((x, y)),
ou plus généralement à C((t1))...((tm))(x) et C((t1))...((tm−1))((x, y)). Pour ce
faire, nous avons besoin de commencer par établir le lemme suivant, qui sera ensuite
appliqué à certains complétés de C((t1))...((tm))(x) et de C((t1))...((tm−1))((x, y)) :
Lemme 5.1. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et m
un entier naturel. SoientK = k((t1))...((tm)) et f ∈ K[X ] un polynôme irréductible
unitaire de degré premier d tel que f (d−1)(0) = 0. Alors f(0) 6∈ K×d.
Démonstration. On procède par récurrence surm. Le résultat est évident sim = 0.
On suppose donc le résultat démontré pour un certain entier naturel m et on
considère l’anneau R = k((t1))...((tm))[[tm+1]] et le corps K = k((t1))...((tm+1)).
Soit val : R→ Z la valuation sur l’anneau de valuation discrète R. On se donne f ∈
K[X ] un polynôme irréductible unitaire de degré premier d tel que f (d−1)(0) = 0.
Quitte à faire un changement de variable, on peut supposer que f est à coefficients
dans R. Soit L un corps de rupture de f . L’extension L/K est galoisienne de
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degré d. La théorie de Kummer montre alors qu’il existe u ∈ R tel que L =
K( d
√
u) et val(u) ∈ {0, ..., d − 1}. Soit x ∈ L× tel que f(x) = 0, et écrivons
x = x0 + x1 d
√
u+ ... + xd−1 d
√
u
d−1 avec x0, ..., xd−1 ∈ K. Comme f (d−1)(0) = 0, on
a x0 = 0. Deux cas se présentent :
• Premier cas : val(u) 6= 0. Dans ce cas, si l’on étend la valuation val à L, on
remarque que, pour i ∈ {1, ..., d− 1}, on a :
val(xi d
√
u
i
) ∈ i
d
val(u) + Z.
Comme d ne divise pas val(u), on déduit que les rationnels val(xi d
√
u
i
) (pour
i ∈ {1, ..., d− 1}) sont deux à deux distincts. Soit j ∈ {1, ..., d− 1} tel que
val(xj d
√
u
j
) soit minimal. On a alors :
val(f(0)) = val(NL/K(x)) = dval(xj) + jval(u) 6∈ dZ.
On en déduit que f(0) 6∈ K×d.
• Second cas : val(u) = 0. Dans ce cas, la réduction de f modulo tm+1 est
irréductible. Par hypothèse de récurrence, la réduction de f(0) modulo tm+1
n’est pas dans k((t1))...((tm))×
d. On en déduit que f(0) 6∈ K×d.
Avant de passer au théorème principal de cette section, faisons quelques rappels
sur les complexes motiviques. Dans l’article [Blo86], Bloch associe à chaque corps
E et à chaque entier naturel i un complexe de modules galoisiens noté zi(E, ·).
Soit Z(i) le complexe zi(−, ·)[−2i]. Dans la suite, nous aurons besoin notamment
des résultats suivants :
Théorème 5.2. Soient E un corps et i un entier naturel.
(i) On a H i+1(E,Z(i)) = 0.
(ii) On a un isomorphisme canonique KMi (E)
∼= H i(E,Z(i)).
Ces résultats découlent du théorème de Nesterenko-Suslin (théorème 0.3(v) de
[Izq16a]) et de la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum (théorème 0.3(vii) de [Izq16a]).
Ils impliquent notamment la proposition suivante :
Proposition 5.3. Soit E un corps de caractéristique nulle. Soient E1, ..., En des
extensions finies de E. Soit F = E1 × ...× En. Soit Tˇ le module des cocaractères
du tore T = R1F/E(Gm). Pour i ≥ 0, on a un isomorphisme canonique :
H i+1(E, Tˇ ⊗ Z(i)) ∼= K
M
i (E)∏n
j=1NEj/E(K
M
i (Ej))
.
Démonstration. Le triangle distingué :
Tˇ ⊗ Z(i) →
(
n⊕
j=1
Z[Gal(E/E)/Gal(E/Ej)]
)
⊗ Z(i) → Z(i) → Tˇ ⊗ Z(i)[1]
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induit une suite exacte :
n⊕
j=1
H i(Ej ,Z(i)) → H i(E,Z(i)) → H i+1(E, Tˇ ⊗ Z(i)) →
n⊕
j=1
H i+1(Ej ,Z(i)),
où la première flèche est donnée par la corestriction. En tenant compte du théorème
5.2, cette suite exacte s’identifie à la suite exacte :
n⊕
j=1
KMi (Ej)→ KMi (E)→ H i+1(E, Tˇ ⊗ Z(i)) → 0,
où la première flèche est donnée par la norme.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et d’établir le théorème suivant :
Théorème 5.4. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et
m, i, j des entiers naturels tels que i+ j = m+ 1. Soient L le corps des fonctions
d’une courbe projective lisse géométriquement intègre sur k((t1))...((tm)) ou encore
une extension finie de k((t1))...((tm−1))((x, y)). Soit Z une hypersurface de degré
d dans PnL avec d
i ≤ n et d premier. Alors :
(i) Il existe des extensions finies L1, ..., Lr de L telles que Z(Ls) 6= ∅ pour
chaque s et Nj(Z/L) =
∏r
s=1NLs/L(K
M
j (Ls)).
(ii) Le groupe KMj (L)/Nj(Z/L) est fini.
Notation 5.5.
• Si L est le corps des fonctions d’une courbe projective lisse géométriquement
intègre sur k((t1))...((tm)), on notera C une courbe projective lisse géomé-
triquement intègre sur k((t1))...((tm)) telle que L = k((t1))...((tm))(C). Si
L est une extension finie de k((t1))...((tm−1))((x, y)), on notera C le spectre
de la clôture intégrale de k((t1))...((tm−1))[[x, y]] dans L.
• On notera C(1) l’ensemble des points de codimension 1 de C. Pour v ∈ C(1),
la notation Lv désignera le complété de L en v. Finalement, lorsque M
est un module galoisien (ou un complexe de modules galoisiens) sur L, on
notera :
X
1(L,M) := Ker
H1(L,M) → ∏
v∈C(1)
H1(Lv,M)
 .
Démonstration. Soit f ∈ L[X0, ..., Xn] un polynôme homogène de degré d tel que
Z est l’hypersurface définie par l’équation f = 0. Pour 0 ≤ α < β ≤ n, considérons
le polynôme :
fαβ(X) = f(0, ..., 0, X, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)
où X est à la α-ème place et 1 à la β-ème place.
Si Z a un 0-cycle de degré 1, il n’y a rien à démontrer. On suppose donc que Z n’a
pas de 0-cycles de degré 1. Dans ce cas, les fαβ sont tous irréductibles de degré d,
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et un changement de variable linéaire permet de supposer aussi que f (d−1)αβ (0) = 0
pour chaque α < β.
Notons maintenant Lαβ le corps de rupture de fαβ et fixons v ∈ C(1). Décomposons
chaque fαβ en produit d’irréductibles sur Lv :
fαβ =
rαβ∏
γ=1
f
(γ)
αβ .
Notons M (γ)αβ le corps de rupture de f
(γ)
αβ sur Lv et montrons que :
KMj (Lv) =
∏
α,β,γ
N
M
(γ)
αβ /Lv
(
KMj (M
(γ)
αβ )
)
. (6)
Si l’un des fαβ n’est pas irréductible sur Lv, les degrés [M
(γ)
αβ : Lv] sont premiers
entre eux dans leur ensemble, et donc l’égalité (6) est évidente. On peut donc sup-
poser que chaque fαβ est irréductible sur Lv. On notera alors Mαβ au lieu de M
(1)
αβ .
Donnons-nous u1, ..., uj des éléments de Lv et montrons que le symbole {u1, ..., uj} ∈
KMj (Lv) appartient à
∏
α,β NMαβ/Lv
(
KMj (Mαβ)
)
. Deux cas se présentent :
• Premier cas : les classes de u1, ..., uj dans le Z/dZ-espace vectoriel L×v /L×v d
sont linéairement liées. Sans perte de généralité, on peut supposer que :
uj = u
δ1
1 ...u
δj−1
j−1 u
d
pour certains δ1, ...δj−1 ∈ Z et u ∈ Lv. On a alors :
{u1, ..., uj} = {u1, ..., uj−1, u}d
j−1∏
s=1
{u1, ..., uj−1, us}δs
= {u1, ..., uj−1, u}d
j−1∏
s=1
({u1, ..., uj−1,−us}{u1, ..., uj−1,−1})δs
=
(
{u1, ..., uj−1, u}
j−1∏
s=1
{u1, ..., uj−1, ζ2d}δs
)d
,
où ζ2d désigne une racine primitive 2d-ième de l’unité. On en déduit que le
symbole {u1, ..., uj} ∈ KMj (Lv) est d-divisible et donc qu’il appartient bien
à
∏
α,β NMαβ/Lv
(
KMj (Mαβ)
)
.
• Second cas : les classes de u1, ..., uj dans le Z/dZ-espace vectoriel L×v /L×v d
sont linéairement indépendantes. Dans ce cas, le sous-Z/dZ-espace vectoriel
W de L×v /L
×
v
d engendré par les classes de u1, ..., uj est de dimension j. Pour
0 ≤ α ≤ n, notons cα le coefficient de Xpα dans f . Pour chaque α et β
tels que α < β, il existe xαβ ∈ M×αβ tel que cαc−1β = NMαβ/Lv(xαβ). De
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plus, d’après le lemme 5.1, les classes des cα dans L×v /L
×
v
d sont deux à deux
distinctes. Comme n ≥ di, cela montre que le sous-Z/dZ-espace vectoriel
W ′ de L×v /L
×
v
d engendré par les cαc
−1
β (avec α < β) est de dimension au
moins i+ 1 = m+ 2− j. On a donc :
dimZ/dZW+dimZ/dZW
′ ≥ j+(m+2−j) = m+2 > m+1 = dimZ/dZ L×v /L×v d,
d’où dimZ/dZ(W ∩W ′) > 0. Soit w un élément de L×v dont la classe modulo
L×v
d est un élément non trivial de W ∩W ′. Écrivons :
w = uδ11 ...u
δj
j u
d =
(∏
α<β
(cαc
−1
β )
ǫαβ
)
u′d
avec (δ1, ..., δj) ∈ Zj \ (dZ)j , ǫαβ ∈ Z pour chaque α < β et u, u′ ∈ L×v .
Sans perte de généralité, on peut supposer que δj 6∈ dZ. Comme cαc−1β =
NMαβ/Lv(xαβ) pour chaque α < β, on a :
{u1, ..., uj}δj = {u1, ..., uj−1, w}{u1, ..., uj−1, w−1uδjj }
=
(∏
α<β
{u1, ..., uj−1, cαc−1β }ǫαβ
)
{u1, ..., uj−1, w−1uδjj u′d}
=
(∏
α<β
NMαβ/Lv({u1, ..., uj−1, xαβ})ǫαβ
)
{u1, ..., uj−1, w−1uδjj u′d}.
De plus, d’après le premier cas :
{u1, ..., uj−1, w−1uδjj u′d} ∈
∏
α<β
NMαβ/Lv
(
KMj (Mαβ)
)
.
Comme d ne divise pas δj, cela prouve que :
{u1, ..., uj} ∈
∏
α<β
NMαβ/Lv
(
KMj (Mαβ)
)
.
Nous avons donc montré l’égalité (6).
Or, d’après la proposition 5.3, cette égalité implique que le groupeKMj (L)/Nj(Z/L)
est un quotient de
X
j+1(L, Tˇ ⊗ Z(j)),
où Tˇ désigne le module des cocaractères du tore R1∏
α,β Lαβ/L
(Gm). Le théorème
découle alors de la finitude du groupeXj+1(L, Tˇ⊗Z(j)) (théorème 3.10 de [Izq16a]
et variante de la remarque 2.9 de [Izq16b]).
Remarque 5.6. Le théorème s’applique aux extensions finies de C((x))(y) et aux
extensions finies de C((x, y)) en prenant i = j = 1.
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6. Questions
Dans ce paragraphe, nous soulevons un certain nombre de questions qui se
posent naturellement à partir des résultats des sections précédentes. Nous ne pré-
tendons pas que leurs réponses soient affirmatives.
6.1 Corps locaux
Question 6.1. Soient K un corps p-adique et t une uniformisante de K. Soit
L =
⋃
q≥0K(t
1/q). Peut-on utiliser le corollaire 4.8 pour démontrer que L est C1 ?
Remarque 6.2.
• Le corps L est bien de dimension cohomologique 1.
• Dans le cas K = Qp et t = p, il s’agit de démontrer que, si f est un
polynôme homogène à n + 1 variables de degré d avec d ≤ n à coefficients
dans Z, alors pour tout ν ≥ 0, la congruence f(x0, ..., xn) ≡ 0 mod pν a
des solutions dans
⋃
q≥1Z[p
1/q] telles que les xi ne sont pas tous divisibles
par une puissance de p.
• Une réponse affirmative à la question 6.1 permettrait de retrouver la pro-
priété C11 pour les corps p-adiques. Pour ce faire, il suffirait d’ailleurs de
montrer que L est C01 .
Question 6.3. Soient n ≥ 1 un entier naturel et J une partie de {1, ..., n}. Consi-
dérons le corps :
KJ =
⋃
(aj)j∈J∈NJ
C((x1))...((xn))(x
1/aj
j , j ∈ J).
Peut-on utiliser le corollaire 4.8 pour démontrer que KJ est Cn−|J | ?
Remarque 6.4.
• Le corps KJ est de dimension cohomologique n − |J |, puisque son groupe
de Galois absolu est isomorphe à Ẑn−|J |.
• En s’inspirant de la preuve du théorème 4.9 et en vertu du corollaire 4.8,
pour répondre à la question 6.3, il suffirait de démontrer que KJ contient
un sous-corps Cn−|J | contenant C((x1))...((xn−1))(x
1/aj
j , j ∈ J \ {n})(xn).
Par exemple, pour montrer que K{n} est Cn−1, il suffirait de montrer qu’il
contient un sous-corps Cn−1 contenant C((x1))...((xn−1))(xn).
• Une réponse affirmative à la question 6.3 impliquerait que le corpsC((x1))...((xn))
est Cji pour tous i ≥ 0 et j ≥ 0 tels que i+ j = n. Pour ce faire, il suffirait
d’ailleurs de démontrer la propriété C0n−|J | pour KJ .
Question 6.5. Avec les notations du théorème 4.6, si le corps résiduel de K est
Ci peut-on déduire que K∞ est Ci ?
Remarque 6.6.
6. Questions 27
• D’après le corollaire 4.8, si le corps résiduel k de K est de caractéristique 0,
il s’agit de démontrer que, si f est un polynôme homogène à n+1 variables
de degré d avec di ≤ n à coefficients dans k[[t]], alors pour tout ν ≥ 1, la
congruence f(x1, ..., xn) ≡ 0 mod tν a une solution dans
⋃
q≥1 k[[t
1/q]] telle
qu’aucune puissance de t divise tous les xi.
• Toujours en tenant compte du corollaire 4.8, pour répondre à la question
6.5, il suffit de démontrer la propriété Ci pour les hypersurfaces lisses sur
K∞, auquel cas il est possible d’utiliser le lemme 7.5 de [Wit15]. Cette
remarque s’applique d’ailleurs aussi aux questions 6.1 et 6.3.
• Une réponse affirmative à la question 6.5 impliquerait des réponses affirma-
tives aux questions 6.1 et 6.3.
Question 6.7. Avec les notations du corollaire 4.8, si K est C0i peut-on déduire
que K∞ est C0i ?
6.2 Corps globaux
Question 6.8. L’énoncé du théorème 5.4 reste-t-il vrai lorsque l’hypersurface
considérée n’est plus de degré premier ?
Question 6.9. Soit L le corps des fonctions d’une courbe projective lisse géométri-
quement intègre C sur C((t)). Soit C un modèle propre régulier de C sur C[[t]] dont
la fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux stricts. Soient L1, ..., Ln des
extensions finies de L. Soit L′ une extension finie de L linéairement disjointe avec
l’extension composée L1...Ln. Soient E = L′ ×
∏n
i=1 Li et T = R
1
E/K(Gm). Le
groupe :
X
1
C(L, T ) := Ker
H1(L, T )→ ∏
v∈C(1)
H1(Lv, T )

est-il forcément nul ?
Question 6.10. Même question que 6.9 en prenant pour L une extension finie de
C((x, y)), pour C le spectre de la clôture intégrale de C[[x, y]] dans L, et pour C une
résolution des singularités de C dont la fibre spéciale est un diviseur à croisements
normaux stricts.
Remarque 6.11.
• Les deux questions précédentes demandent si un résultat analogue au théo-
rème 1 de [DW14] reste valable sur C((t))(x) ou sur C((x, y)). Pour pouvoir
utiliser les mêmes méthodes que [DW14], on aurait besoin de montrer l’an-
nulation de :
X
1(L, T ) := Ker
H1(L, T )→ ∏
v∈C(1)
H1(Kv, T )

puisqu’il est connu que le groupe X1(L, T ) vérifie un théorème de dualité à
la Poitou-Tate (alors que ce n’est pas connu pourX1C(L, T )). Mais la preuve
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du théorème 1 de [DW14] utilise fortement le théorème de Chebotarev, qui
tombe en défaut sur C((t))(x) et sur C((x, y)) : en effet, le groupe
X
2(L,Z) := Ker
H2(L,Z) → ∏
v∈C(1)
H2(Kv,Z)

peut être non nul. Il n’est donc pas possible d’adapter immédiatement la
preuve de [DW14].
• Une réponse affirmative aux deux questions précédentes montrerait que
C((t))(x) et C((x, y)) vérifient la propriété C11 : il suffirait de procéder
exactement comme dans la section 1, à condition d’utiliser que les corps
C((x))((y)) et C(x)((y)) sont C11 (voir la section 4 de [Wit15] et la section
4.3 du présent article).
Question 6.12. Soient K = C((x, y)) et L le corps obtenu à partir de K en
adjoignant toutes les racines de x. Le corps L est C1 ?
Remarque 6.13.
• Il serait déjà intéressant de savoir si L est de dimension cohomologique 1.
• Si la réponse à la question précédente était affirmative, il serait possible de
montrer que C((x, y)) est C11 par un argument similaire à celui du théorème
3.2.
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